
���� ������ 	�
������
 �
� ������������


������ �� �������


���
���� �
��������



�	������ ! "	�
������
#������������
$

� � �%�����#�����
�� �����&��

� � ���� � � �� ��� ����������

'���( �� � � ���

)�
� 
��� � ���



*�!�+	 , ��*

� ��� �� ��� �
��

���

����

�� � �
�������

����
�
� � ���-���
��



+���	+�.

���� ��� �����( ���� � �

���� � � � �� � � �	 
 � � 	

���� � � � ��
�� � 
��� � 
 � � ���� ��

������ � ��

���

��� 

��
�
�
��
��� 
�� � �����

� � ���� �	� � � �� ���

��
� ��
� ����



�	������ ! 	��/

	��� � �������� � ��� ���

 ������ ���%���
( �� � ��
����	���

���� �� %
0
�1
 � �� %
0
�1




��+������+* ",+���!�$ *�+	!�!'

����
�

 ����( �������
�
� � ���� ��

�	��� � �
�

��
����

�
��� �� �

��
��� �����

�

�� ���
���� �	���

�� 
�� � �� �2 
�� ���� 
���3

	���� �� 	���� "4�
4 �����
��$



	�'�*+	�5+�� ! "&����� ����
�

$

��������
���� �	��� ���� � ��� 	 �

� ��� 
 � ��
�����
�

 �%
����


� 
 � ����( 
� ��
�����
� � 
� &��� # ��6� �����
��

� � �( ��6� ��
�����
� � ��6� &��� # ��
� �����
��

� � � � � ����� &���7�����
�� �����7�8



�9��:+*�!� � 	,�*+�� !

��������
����� �	��� � � � � ����

���� � ��� � ;��
����<

�	 � 	 � � � 	 � 	 � ����

����� � �7���� ���4 �� ���%���
� � ����

���� � ��������� �����



, ��* ��*���� ! "�$

�� � ��
����	�	�	�������

,���� ��������
 ��������
(

�	��� � �%���
��� ��� 	���

����
�� �
 ���� � � = � ���

�� � ��
����	�	� �	�������

������ � �������� �����

�����7���������
( �
� ���� � � = � ���



��!+*�. ��*���� !

�� � ���
� �
 ����

�4���� ��
���� �4�� �
�%��� ���4� �4��

�
 �����
� ���� ����� �� ��

�������
�
� � ���� ��

����
�� �
 ��

�4���� � ��� &���� �
 0
�1���
� �� ��



��+	���.

�������
 �� 
�
 �
>%�
���� �����&���

���� � ��� �� � � ��������

+��%�����
( �� 
 �� � ����� 
 �����



�4���� � ��� ���� �������� � 
 �����

��
?� 0
�1 ����� @

������ �� ��
������ ����� 
 � ��
%����� �����

&���
�

 ������ � ��
�� ���%���
�

,���� ��������
 �� A��
��� �������� ��� ��

";&���
� ��
������
<( ���
0 = �������
 BCCD$



� )�	 �+,�*.

����� �
��
��� � �� �

�

)��4 ���� � � � �� � � �	(

� � 	 ( ���
�7��
������
 "��
��$

� � � ( ����� "���������� ������$

� � � ( "���$ �%&���� ��������
 "��������$

� 	 � 	 	 &���
�� �%&��� � ���
�

!���( � 
 �� ��
��62 � � �� 
�
 ��
��6



'�
�����E�� ������� !��

� 	 � 	 	 "��
��6( ����� � ���
�$(

������� !�� "5�% = ������ FGGH$

����� �
��
����� � ���

	
��	 � �	� �� � �� �

� 	 � � � "
�
 ��
��6( �%&��� ��������
 � �����$(

����� �
��
��� ��
���� �� � �� � � ��

� 	 � 	 	 &���
�� �%&��� � ���
�

I����� ����������� = ����%�����
�� ����������

,��4�� 1��0� ��� &��4 J ��
� ����



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

Coefficient  absolute  value

Pe
na

lty
Power  family

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

Coefficient  absolute  value

Pe
na

lty

Generalized  elastic  net



I	��'� 	�'	���� !

"B$ 	��������� �����(

���������
����� �	��� � � � ������

� 	 � 	 	� � 	 � 	�

"F$ � ��� ���� ����� ��������
 ��������


"D$ �����
��� � ���%���


I�
 �4����

�( ���� �
�%
4 ��
����4� ��� "B$

���������� ��� ����� � 
�
 ��
��6



��	��� �+�� ���/�!'

'���( ������� ����%�� ���4 
 
���
 � ���

1��4�%� ���������� ������E�



� 
 �( ���4 ��

�4K �� � �( �
�����
�

���� � ��������
 �
 ��������� �����



+�
����4�

�
������E�( � � �K ����� � �

*��� �

���� ���� � ����� � ���� ���

� � � ���

�

�
��� " �	������� � ���$

,��4��� ��8��( ���� = ��



�L+,�*��

���� � � � �� � � �	(

�*� 
 ���
�7��
������
 "� � 	$

*+	 
 ����� "� � �$

���1��� ����1��� 
 ���7�%&���� "� � �$

+
� ��
��6 ���� � �(

'�����
� &�����

 
 ����� "� � �$

)�
� &���
� ��
������
( � 	 � 	 	



'�
�����E�� ���4 ���0�

 "'��$

���� ��
����4� ���(

"B$ �
� ��
��6 ���� � � "���� 
�
 ��
��6$

"F$ �
� � ��� ����
�� ���
� � �� �


 �

���� � ��� ��
���
� � � �� �



�L+,�*��

��1�� ������


�
�����E�� ������� 
�� ������ "M$

��+�2 ,�J ������


��%��� �����2 
��%��� &���
� ������2 �+�

��
� ����

�6��
� �� &�

�� ���&����

�
� ��
��6 ����



���
����
�

� 
 �( ���4 ��

�4

�� � �( ����� �
�����
�

����� � �
�
� �	���
���

�

�������

����� �
�
�� ���
� � �� �

�

�������

����� � ����� ������



� �
������E�( � � �� ������� � ��
�
�

	 *��� �

� ����%�� �������
�
�

� � � �� ������ � ������ � ��

� �� "� � �����$ �� � ��
���� �������

� ���� �� � ��
������ �������

� �� ���� ���� � �� ����� � �� � ����������� �

� ��� ��� ���� � �� ������ �� ��

� � � � ���

�� � �
��� ���� � �



��� 	�,

����� � �6��� ���4

����� � '�� ���4

�� ��� ��� � � ��

��� ��������
�
� ��� ��
��
%�%� �
� ��
���
�

�4�
 ��� ��� � � ��

����� � �����2 �� �� � �

���� '�� ����%��� �6��� ���4



 �4��1���( ������ 
 ������

)4�
 ������ &������ 
�
 ��
���
�(

������ ��
�� �� ���
4��� ����� &�����

 
�
 ��
���
�

)4�
 ������ �����
��
%�%� "� � �� � � ��	$(

������ � ��
��
%�%� "&� ��
���%����
$

� �
���������� &��1��
 ������ �����
��
%�����



	�
������
( ���� � � � �� � � �	

���&���� ����( � � ��2 � � ��	

���� �
 *+	� "����
 �� �� FGGF$

��� N �6��� "��
��6$2 &���0 N '��



0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

−2
00

0
20

0
40

0

R − squared

C
oe

ffi
ci

en
ts

Elastic  Net  1.9

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

−2
00

0
20

0
40

0
R − squared

C
oe

ffi
ci

en
ts

Elastic  Net  1.5

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

−2
00

0
20

0
40

0

R − squared

C
oe

ffi
ci

en
ts

Elastic  Net  1.25

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

−2
00

0
20

0
40

0

R − squared

C
oe

ffi
ci

en
ts

Lasso

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10



0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

−5
00

0
50

0
10

00

R − squared

C
oe

ffi
ci

en
ts

Lasso

1

2

3

4

5
6
7
8

9

10

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

−5
00

0
50

0
10

00
R − squared

C
oe

ffi
ci

en
ts

Elastic  Net  0.5

1

2

3

4

5

6

7
8

9

10

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

−5
00

0
50

0
10

00

R − squared

C
oe

ffi
ci

en
ts

Elastic  Net  0.25

1

2

3

4

5

6

7
8

9

10

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

−5
00

0
50

0
10

00

R − squared

C
oe

ffi
ci

en
ts

Elastic  Net  0.0

1

2

3

4

5

6

7
8

9

101 1111111112 222
222222

3

333333333

4 4

44444444

5 55

55

5
55
55

6 6666

6
66
66

7 7777777
77

8 88888
8888

9

99
99

9
9999

1 111111111



*�
����� 	�
������
 # ������������


���� � � � ��
�� � 
��� �

��%�4 +�����
 4���� ���
����
� ����

� � �2 � � ��	

� � ������ � ��%�����2 ����%���

��� N �6��� "��
��6$2 &���0 N '��



0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

−0
.2

0.
0

0.
2

0.
4

Explained  devience

C
oe

ffi
ci

en
ts

Elastic  Net  1.9

1

23

4

5

6

7

8

9

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

Explained  devience
C

oe
ffi

ci
en

ts

Elastic  Net  1.5

1

23

4

5

6

7

8

9

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

Explained  devience

C
oe

ffi
ci

en
ts

Elastic  Net  1.25

1

23

4

5

6

7

8

9

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

Explained  devience

C
oe

ffi
ci

en
ts

Lasso

1

23

4

5

6

7

8

9



0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

Explained  devience

C
oe

ffi
ci

en
ts

Lasso

1

23

4

5

6

7

8

9

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

−0
.2

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

Explained  devience
C

oe
ffi

ci
en

ts

Elastic  Net  0.5

1

23

4

5
6

7

8

9

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

−0
.2

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

Explained  devience

C
oe

ffi
ci

en
ts

Elastic  Net  0.25

1

23

4

5
6

7

8

9

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

−0
.2

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

Explained  devience

C
oe

ffi
ci

en
ts

Elastic  Net  0.0

1

23

4

5
6

7

8

9



	�
������
( %
���O�������
�� �6�����

� � �����2 � � 	��

�� � ������K  �� � ��  �� � �!�

�� �
��
��� �

�
���� � "�

"� � ���� #
	�� # � ��� ��

��#
����

� ��� � � ���� ���� ����������� � �������
�
��



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1
2

5
10

20
50

10
0

20
0

50
0

R  −  squared

No
n 

 z
er

o 
 c

oe
ffi

cie
nt

s

� � �B�C2 B�P2 B�H2 B�G "�����2 &�%�$2 G�H2 G�D2 G�F2 G�B2



*�
����� 	�
������
 # ������������


%
���O�������
�� �6�����

� � ������ � � 	��

�� � ������K  �� � ��  �� � �!�

�� � ��� ��� ��
7���� �
��
��� �

�
����

� ��� � � $ � ���� ���� ����������� � �������
�
��

$ � � ����� ����



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1
5

10
50

10
0

50
0

Explained  devience

No
n 

 z
er

o 
 c

oe
ffi

cie
nt

s

� � �B�C2 B�P2 B�H2 B�G "�����2 &�%�$2 G�P2 G�H2 G�D2 G�G�



���	�� 	�

����� � 
�
�����E�� ������� 
��

� �� ����� � ��
���
������

�� ��� ���4 ���
��



��
���� ��������
 "�$

	�
������
( %
���O�������
�� �6�����

� � �����2 � � 	��

�� ���� ���� � ���� ��

������&%���
 �� ������� ;�����
��< �� ��%�4 �� "���0$

,��4���(

'��( � � ��!�� �!�� �!	� �!��

���1��� ����1���2 �����2 ������� 
�� "B�H$



step 0.0 0.1 0.2 0.5 lasso elnet 1.5

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

M
od

el
  e

rr
or

Corr  =  0.4

step 0.0 0.1 0.2 0.5 lasso elnet 1.5

0
50

10
0

15
0

20
0

V
ar

ia
bl

es
  e

nt
er

ed

Corr  =  0.4

step 0.0 0.1 0.2 0.5 lasso elnet 1.5

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

M
od

el
  e

rr
or

Corr  =  0.0

step 0.0 0.1 0.2 0.5 lasso elnet 1.5

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

M
od

el
  e

rr
or

Corr  =  0.4,  a > 0



0.2 bridge lasso

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

M
o

d
e

l  
e

rr
o

r

Corr  =  0.4

0.0 0.1 0.2 0.5 lasso elnet 1.5

0
5

1
5

2
5

Corr  =  0.4

0.1 bridge lasso

0
.2

0
.6

1
.0

M
o

d
e

l  
e

rr
o

r

Corr  =  0.0

0.0 0.1 0.2 0.5 lasso elnet 1.5

0
5

1
0

1
5

2
0

Corr  =  0.0

elnet 1.5 bridge lasso

0
.1

0
0

.1
5

0
.2

0

M
o

d
e

l  
e

rr
o

r

Corr  =  0.4,  a > 0

0.0 0.1 0.2 0.5 lasso elnet 1.5

0
1

0
2

0
3

0
4

0

Corr  =  0.4,  a > 0



����O��������

 ���������

"B$ ����� � ��
���� �	��� � �� ���

� ��� � ��
��6 "�����$

"F$ %��� � ������������ "������ �����&��� �� �$

"D$ ����� � ��
���� �	��� ���� ��� � ��� ��%���

�
�%����
 "������ ���&����$(

����� 
 ������� ������� �����&���

&%� ���� �4��
0� �4��� ���%��



step 0.0 0.1 0.2 0.5 lasso elnet 1.5

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

M
od

el
  e

rr
or

Corr  =  0.4,  Post

step 0.0 0.1 0.2 0.5 lasso elnet 1.5

0
50

10
0

15
0

V
ar

ia
bl

es
  e

nt
er

ed

Corr  =  0.4,  Post

step 0.0 0.1 0.2 0.5 lasso elnet 1.5

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

M
od

el
  e

rr
or

Corr  =  0,  Post

step 0.0 0.1 0.2 0.5 lasso elnet 1.5

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

M
od

el
  e

rr
or

Corr  =  0.4,  a  >  0,  Post



� !�*��� !�

"B$ &��� ��
���� "�����$ ��� �� �� �� ����
�� �


�� ��� �� ������
�
��� �
� � 7 ������&%���


"F$ 
��� &���
� ��
������
 �� �4��� ���� ���

"D$ 14�
 ������ 
�
 ��
��6 � ��� �� &���(

&����� �����&�� ��������	 = �4��
0�
�

"Q$ &��� ������ ���4��� � &��� ���������

"H$ ���%��� ���� ��� ��
����� ��
������




'�
�����E�� ���4 ���0�



��� ���� ���� � � = � ���(

���4� ����� �� �6��� ���%���
�

���� ������
��� ����������

��
 &� ������� 1��4(


�
 ��
��6 � ���� ������� �4�
 �����

�
� ��
��6 ���� � �2 ���� 
�
 ��
��6

���� �� �������� � �%��4�� ���������
�

,%���
����� ��
������




�����

� � �����2 � � 	��

���%���
� �� ��� ���4 ���
�� 
 �!� ���� "
�
#��
��6$

I���
� ��
������
(

R �� ���%�� � BG7���� 6���( � �� ���

�S%�����
� �� �����

 ����� ������E����
 ���&����

"���� 
�
 ��
��6$

����%�����
 ������ � ��
����� 1��4 �!� "� �� �$



�+*/

4���(##111O��������
�������%#TA4�#���0�#'�����0����

�+��	

4���(##111O��������
�������%#TA4�#���#'�����������


